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NIVEL II - 22 FASE - Gabarito

A sequéncia de latas é:

1?* pilha —  milho
2% pilha — ervilha
3* pilha —  feijao
4* pilha —  milho
5% pilha — ervilha
6* pilha —  feijao

Assim, no topo da 6* pilha havera uma lata de feijao.

Como pode ser observado no item (a) existe um padrao: as pilhas de ordem muiltipla de
3(3,6,9, ...) terao uma lata de feijao no topo, as que deixam resto 1 quando divididas
por 3 (1,4, 7, ...) terdo milho no topo e as que deixam resto 2 quando divididas por 3
(2, 5,8, ...) terao ervilha. Como 155+ 3 = 51 + 2, no topo da 155* pilha terd uma lata
de ervilha.

Solucao 1: A cada pilha, Emanuelle adiciona um nimero impar - em sequéncia - de
latas:

Pilha Total de latas
1 1
2 1+3
3 14+3+5
4

1+3+5+7

n 14+3+54+7+--4+(2n—-1)
Portanto, na 2016* pilha havera:
1+345+7+---4+(2x2016—-1)=1+3+54+7+---+4031

latas.
OBS: Nao é necessério efetuar a soma, mas o resultado é 14+3+5+74---+4031 = 20162

Solucdo 2: Pode-se observar que ha 1 = 12 lata na pilha 1, 4 = 22 latas na pilha 2,
9 = 32 na pilha 3, 16 = 42 na pilha 4 e assim por diante. Seguindo este padrao havera
20162 latas na 2016* pilha.

Sabemos que 22 > 0. Fazendo z = y — 2:

(y—2)*=0
y'—2yz+ 22 >0
2 .2

Yy +z > 2.
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Fazendo y = /a e z = /b (paraa > 0e b > 0):
Ve + (VP | o
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A expressao § = g = < implica em trés igualdades: 7 = g, l—c’ =<ef =2 Oude

maneira equivalente:

ac=0% ab=c* e be=d’

Das expressoes acima, concluimos que sé ha duas possibilidades: oua > 0,0 >0e ¢ > 0
oua<0,b<0ec<0 (lembrando que a, b e ¢ sdo nao nulos).
Suponha que b # ¢ e subraia a 1* da 2* equacao:

b —c =ac—ab

v —c =a(c—0D)

(b+c)(b—c)=a(c—10)

(b+c¢)(b—c)=—a(b—c).
Como b # ¢, temos que b— ¢ # 0 e, entao, podemos dividir a tltima equagao por (b—c)
resultando em:

b+ c= —a.

Porém, a equacao acima contraria as duas possibilidades: a > 0,06 > 0Oec > 0 ou
a<0,b<0ec<0. Portanto, b = c¢. E da igualdade ac = b* segue que a = c. Logo,
a="b=c
De acordo com o item (b) temos:

2z — 107 = 2y + 107

2x — 107 = 3925

2y + 107 = 3925
Das duas ultimas equagoes, concluimos que x = 2016 e y = 1909.

Os setores sao iguais. Entao, eles dividem o angulo de 360° em 6 partes iguais:

360°
6

Assim, o angulo BAC mede 60°. Os segmentos AB e AC sao iguais, pois sao raios
da circunferéncia. Logo, o triangulo ABC ¢ isdsceles e, como BAC = 60°, concluimos
que os outros angulos desse triangulo sao iguais a 60°. Portanto, o triangulo ABC é
equildtero e de lado igual a R (o raio da circunferéncia). A algura h do triangulo ABC
divide o lado AC na metade (pois, os triangulos ABM e CBM sao congruentes) - veja
figura.

= 60°.
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O triangulo CBM ¢ retangulo e, portanto, é valido o teorema de Pitagoras:
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h* = R* — —

4
V3

h=—R.
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Finalmente, a area A do triangulo ABC é igual a:

AABC =3

2

! (ﬁR-R) = YR
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(b) A area da regiao sombreada é igual a area do setor menos a drea do triangulo ABC.
Do enunciado e do item (b):

Asombreada =

60°

360°
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4. Considere o quadrado 21 x 21 da figura e seja S a soma dos nimeros escritos em todas as

casas do tabuleiro.
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D20
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b21

A soma B dos nimeros escritos na borda do tabuleiro é dada por:

B=aj+ay+ - +ay+Cyt -+ Co+ Dyt -+ Dyg+by+ -+ b.

O tabuleiro pode ser dividido como nas figuras (I), (II), (III) ou (IV).
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Em todos os casos, a soma dos nimeros das regioes cinzas é igual a zero, pois estas regioes
estao subdivididas em quadrados 5 x 5. Assim, por (I):

S=ay+ Do+ -+ Dyg+0by + -+ boy,

por (II):

S=ar+ - +an+Cot+Cy+bi,
por (III):

S=a;+-+an+ Dy+-+ Do+ ba,
e por (IV):

S:(]q+CQ+“‘+CQO+b1+“‘+b21.
Somando estas 4 equagoes e usando a equagao (1):

4SZZB+G1+CL21+Z)1+I)21. (2)

Outras maneiras de dividir o tabuleiro é como nas figuras (i), (ii), (iii) e (iv).

aj cee le2 o I El
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(i) (||) (i) (iv)

Novamente, a soma dos numeros das regioes cinzas ¢é igual a zero, pois estas regioes estao
subdivididas em quadrados 4 x 4 € 5 x 5. E desta vez temos, por (i):

S:a1+---+a21,

por (ii):
S:b1+"'+b21,
por (iii):
S =agn + Dy + -+ Dog + b,
e por (iv):

S=a;+Cy+-+Cy +bi.
Somando estas 4 equagoes e usando a expressao (1):
45 = B+ ay + asy + by + boy. (3)
Subtraindo a equagao (2) da equag@o (3) encontramos:
B =0.

Isto é, a soma dos niimeros escritos na borda do tabuleiro é igual a 0.



