IT OLIMPIADA LAVRENSE DE MATEMATICA - 2017
NIVEL I - 22 FASE - Gabarito

1. Considere que Andréia ird sacar x notas de R$ 2,00, y notas de R$ 5,00 e z notas de R$

10,00. Entao,
2z + 5y + 10z = 100,

com x, y e z inteiros nao negativos. Note que x deve ser multiplo de 5, pois 5y, 10z e 100
também o sao e que y deve ser miltiplo de 2, pois 2z, 10z e 100 o sao. Assim, z = bk e
y = 2q sendo k e ¢ inteiros nao negativos. Substituindo na equacao anterior:

10k 4 10q 4+ 10z = 100
k+q+ z=10.
Como k, q e z sao inteiros, as possibilidades sao:

sek=10:¢q=0e z=0— 1 maneira;
sek=9:q=0,z=1o0uqg=1,z=0— 2 maneiras;

sek=8:q=0,z2=20uq=1,z=10uq=2,2=0— 3 maneiras;

sek=0:gq=0,z=100uqg=1,2=9 --- ouq=10,2 =0 — 11 maneiras.

Assim, ha 1+2+3+4+4+---+ 10+ 11 = 66 maneiras diferentes que Andréia pode sacar o
dinheiro.

2. (a) Efetuando as contas, temos:

2! =

2% =

23 =8
2t =16
25 = 32
20 = 64
27 =128
28 = 256

Logo, o ultimo digito de 28 ¢ 6.



(b) Pelo célculo do item anterior, vemos que h& um padrao no tltimo digito das poténcias
de 2. Os digitos das primeiras poténcias sao:

2a478767274a8767”'

Eles se repetem de 4 em 4. Assim, as poténcias que sao multiplas de 4 terminam em

6. Como 2016 = 4 = 504, concluimos que 22°!6 termina em 6. Logo o ultimo digito de
22017 ¢ 9,

3. (a) Como CD ¢é perpendicular a AB, temos que BEC = 90° = AEC. O enunciado afirma
que ABC = DC'A. Logo, os triangulos BCE e CAE tém dois angulos de mesma medida
e, assim, sao semelhantes.

D

(b) Como os triangulos BCE e CAE sao semelhantes, temos BCE = CAE. Da soma dos
angulos internos do triangulo BCE: BCE + CBE = 90°.
Assim, BCA = BCE + ECA = BCE + CBE = 90°. Concluimos que os triangulos
BAC e CAE sdo semelhantes, pois BCA = AEC e CAB = CAE.

(c¢) Considere que CD =z = AB (pelo enunciado) e EA = y. Como os triangulos BAC e
CAE sao semelhantes:
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O segmento EA é a altura do triangulo ACD em relacao ao lado CD. Portanto, a area
de ACD é:

Apop = 2222 W _ 20
ACD 2 9 2

CDxFEA xy 25



4. (a) Temos que b e ¢ sao inteiros positivos, entao ¢ < be e, assim, ¢ < be+ 1. Entao, a razao

bcj— ] ¢ menor do que 1.
(b) Efetuando a divisao, temos 2017 = 106 x 19 + 3. Assim,
2017 N 1
—=q
19 b+ ¢
106 x 19+ 3 1
— 19~ %tmm
3 c
106 + — =
10T et
Como a, b e ¢ sao inteiros positivos, e como 2 j_ 1 < 1, a relacao implica que:
c
a =106
c=3k
bc+1 =19k
o . s T 19k — 1
sendo k£ um inteiro positivo. As duas ultimas equagoes implicam que b = T que
19x1-1
tem solucao inteira apenas' para k = 1: b = a1 6. Portanto, os valores sao

a=106,b=6¢ec=3.

IN3o era necessirio que o estudante mostrasse que a tnica solucdo inteira é para k = 1. Bastava chegar na
solugdo b = 6 e ¢ = 3. Para mostrar tal fato, é s6 observar que 19k — 1 ndo é multiplo de k para k # 1 (k > 0).



