IV OLIMPIADA LAVRENSE DE MATEMATICA - 2019

1.

(a)

NIVEL II - 22 FASE - Gabarito

Sejam T a soma dos numeros dos vértices de um triangulo cinza e C' o nimero do
circulo central.

Agrupando como na figura (a soma dos numeros dentro de cada circulo pontilhado é
igual a T'), temos:

T'+T+T+C=0+1+24+..+8+9

3T+ C =45
C
T=15——.
3

Dessa expressao, sabemos que C' deve ser um multiplo de 3, isto é, C' = 0,3,6 ou 9.
Nomeie as posi¢coes como na figura. Se C' = 0, teremos T' = 15. Portanto, b + e =
d+ f = h+1=15. Mas, nao existem seis nimeros distintos dentre 1,2,3,4,5,6,7,8
e 9 que satisfacam essas igualdades. De maneira analoga, se C' = 9, entao T = 12
eb+e =d+ f = h+1 = 3. Novamente, nao ha seis nimeros distintos dentre
0,1,2,3,4,5,6,7e 8 que satisfacam as igualdades. Assim, ha duas possibilidades: C' = 3
eT=14oulC=6¢eT =13.

Pelo item anterior, o nimero 3 ou o niimero 6 deve ser escrito no circulo central.

As solugoes estao apresentadas nas figuras. As outras possibilidades sao obtidas por
rotacao ou reflexao do triangulo maior.




2. (a) Como D é ponto médio de AC temos AD = CD = 12. O triangulo ADB é retangulo.

Entao, pelo teorema de Pitagoras, vale:
AB*+AD’ = BD’
AB +122 = 20°

AB = 16.
ABx AC 16 x 24
Logo, a area do triangulo ABC' é: >2< = >2< = 192.
. . - — AB 16 . .
(b) Como E ¢ ponto médio de AB, temos AFE = - =5 = 8. O triangulo AEC é
retangulo. Entao, pelo teorema de Pitagoras, obtemos:
CE' = AE' +AC”
CE = 8424
CE = 8V10.

(c) 1% solugdo: O segmento AC é a altura do tridngulo BEC em relacdo ao lado BE.
Assim, a area do triangulo BEC' é:

WXA_C_SXM_
2 2

2% solu¢do: Como E é o ponto médio de AB a area do triangulo BEC é metade da
area do triangulo ABC. Assim, usando o resultado do item (a), a area do triangulo

192
BEC éigual a % = 96.

96.

3. (a) Comegando por 2 e com a razao 3 temos: 2,5,8,11,14,17,20,23. O 8° termo é 23.

(b) A soma pode ser calculada somando o 1° termo com o 1ltimo, o 2° com o peniltimo e
assim por diante:

(24 23) + (5 +20) + (8 + 17) + (11 + 14) = 25 + 25 + 25 + 25 = 100.

(c¢) Considere a progressao aritmética ay, as,as, ..., de razao r. O termo geral dessa pro-
gressdo é a, = a; + (n — 1)r e a soma dos n primeiros termos dessa progressao ¢é
(a1 + an)n

. Considere, agora, uma progressao aritmética de 10 inteiros positivos cuja

soma dos elementos é menor ou igual a 250. Entao:

(a1 + (110).10

250
9 >~
ai + aio < 50
a; + [a1 + (]_0 — 1)T] S 50
2(11 + 9r S 50.

Temos, portanto, as possibilidades:



(b)

()

41

eser=1a <— =20,5= H4 20 possiveis valores para as;
32 . .

eser=2a < 5 = 16 = H4 16 possiveis valores para a;
23 7’ 7z :

eser=23,a < 3= 11,5 = H4 11 possiveis valores para as;
14 , o

eser=4,a < 5= 7 = H& 7 possiveis valores para a;
5

eser=2>5,a; < 3= 2,5 = Ha 2 possiveis valores para a;

e se r > 6 nao ha progressoes que satisfacam o enunciado.

Assim, ha 20 + 16 + 11 + 7 + 2 = 56 progressoes aritméticas de 10 nimeros positivos
(cuja a razao é diferente de zero) tal que a soma dos elementos é menor ou igual a 250.

Obs.: Se considerdssemos razoes negativas (r = —1,7 = —2 etc) encontrariamos as
mesmas progressoes aritméticas possiveis (apenas em ordem decrescente).

De acordo com o enunciado a figura é:

A B
MMN
X
D 12 C

Sim. Os angulos AXBe DXC sio iguais, pois sao opostos pelo vértice. Como os lados
AB e DC sao paralelos, os angulos ABD e C' DB sao iguais (alternos internos). Como
os triangulos ABX e CDX tém dois angulos iguais, eles sao semelhantes.

%m hy e hy as alturas relativas aos lados AB e DC, respectivamente, e considere
AB = x (veja figura).




Pelo item (b), sabemos que os triangulos ABX e CDX sao semelhantes, entao:

hl T
o Do phy = 120,
12 " !

Os quadrilateros ABCD, ABNM e MNCD sao trapézios e a relacao de suas areas é:

- Aapep = AﬂNM + Avnep o
(AB+ DC)(hy+hy)  (AB+ MN)h N (MN + DC)hs
2 N 2 2
(l’ + 12)(h1 + hg) = (CB + 10)h1 + (10 + 12)h2
(L’hg + 2h1 == 10]12

Substituindo a relagao xhy = 12h, obtemos:

hi 5
12hy + 2h; = 10hy = — = —.
1 1 2= =7
Substituindo a relagao acima em xhe = 12k, concluimos que:

hy 5 60
=12 —=r=12_=0=—.
v hy " 77T



